
Na rysunku 7.12a przedstawiono wykres F(x) dla takiej jednowymiarowej
siły zmiennej. Chcemy znaleźć wyrażenie na pracę, wykonaną przez tę siłę, w cza-
sie ruchu cząstki z punktu początkowego xpocz do punktu końcowego xkońc. Nie
możemy jednak skorzystać ze wzoru (7.7), gdyż jest on słuszny tylko dla sta-
łej siły EF . Zastosujemy więc znów rachunek całkowy. Podzielmy obszar pod
krzywą z rysunku 7.12a na wiele wąskich pasków o szerokości 1x (rys. 7.12b).
Wybierzmy wartość 1x tak małą, żeby z dobrym przybliżeniem można było
przyjąć, że siła F(x) jest w tym przedziale stała. Wartość średnią F(x) w j -ym
takim przedziale oznaczmy przez Fj,śr. Jest ona równa wysokości j -ego paska
na rysunku 7.12b.

Rys. 7.12. a) Wykres siły jednowy-
miarowej EF , jako funkcji położenia x
cząstki, na którą działa ta siła. Cząstka
porusza się z punktu xpocz do punktu
xkońc. b) Wykres jak na rysunku a, lecz
z obszarem pod krzywą podzielonym na
wąskie paski. c) Wykres, jak na rysunku
b, lecz z podziałem obszaru pod krzywą
na jeszcze węższe paski. d) Przypa-
dek graniczny. Praca, wykonana przez
siłę jest dana równaniem (7.32) i jest
równa polu powierzchni zacieniowanego
obszaru pod krzywą między punktami
xpocz i xkońc

Wartość Fj,śr uważamy za stałą, dlatego też praca 1Wj wykonana przez
siłę w j -ym przedziale (przyczynek do pracy całkowitej pochodzący od tego
przedziału) jest dana w przybliżeniu wzorem (7.7) i jest równa:

1Wj = Fj,śr1x. (7.29)

Wartość1Wj jest równa polu j -ego zacieniowanego prostokąta na rysunku 7.12b.
Aby obliczyć przybliżoną wartość całkowitej pracy W wykonanej przez siłę

nad cząstką podczas jej ruchu z xpocz do xkońc, dodajemy pola powierzchni wszyst-
kich pasków z rysunku 7.12b między xpocz a xkońc. Daje to:

W =
∑

1Wj =
∑

Fj,śr1x. (7.30)

Równanie (7.30) jest przybliżone, gdyż „schodki” tworzone przez górne boki
prostokątnych pasków z rysunku 7.12b są jedynie przybliżeniem rzeczywistej
krzywej F(x).

Przybliżenie to jest tym lepsze, im mniejsza jest szerokość pasków 1x,
a więc im pasków jest więcej (rysunek 7.12c). W granicy, dla szerokości pa-
sków dążącej do zera, a zatem dla liczby pasków dążącej do nieskończoności
otrzymujemy wynik ścisły:

W = lim
1x→0

∑
Fj,śr1x. (7.31)

Granica po prawej stronie tego równania jest niczym innym, jak całką oznaczoną
funkcji F(x) w granicach od xpocz do xkońc. Równanie (7.31) możemy zatem
zapisać w postaci:

W =
xkońc∫

xpocz

F(x)dx (praca wykonana przez siłę zmienną). (7.32)

Jeśli znamy funkcję F(x), to możemy podstawić ją do równania (7.32),
wybrać właściwe granice całkowania, obliczyć całkę i znaleźć w ten sposób
wartość pracy (wartości najczęściej spotykanych całek podane są w dodatku E).
W obrazie geometrycznym praca jest równa polu powierzchni obszaru między
krzywą F(x) a osią x, w zakresie od xpocz do xkońc (czyli obszaru zacieniowanego
na rysunku 7.12d).

Analiza w trzech wymiarach

Rozważmy obecnie cząstkę, na którą działa siła trójwymiarowa:
EF = Fx î+ Fy ĵ+ Fzk̂, (7.33)
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