
wektor powierzchni dES w dowolnym punkcie jest prostopadły do powierzchni
i skierowany na zewnątrz. Z właściwości symetrii wynika, że w każdym punkcie
natężenie pola elektrycznego EE również jest prostopadłe do powierzchni i skie-
rowane na zewnątrz. Kąt θ między EE i dES jest równy zeru, więc wzór (24.7)
możemy zapisać w postaci:

ε0

∮
EE · dES = ε0

∮
EdS = qwewn, (24.8)

gdzie qwewn = q. Chociaż E zmienia się radialnie wraz z odległością od q, to
ma taką samą wartość na całej powierzchni sferycznej. Całkę we wzorze (24.8)
trzeba obliczyć po tej powierzchni, a więc natężenie E ma stałą wartość przy
całkowaniu i można je wyłączyć przed znak całki:

ε0E

∮
dS = q. (24.9)

Całka jest teraz tylko sumą po polach powierzchni dS elementów sfery i jest
równa polu powierzchni 4πr2. Po podstawieniu tej wartości otrzymujemy:

ε0E · 4πr2 = q,
czyli

E = 1
4πε0

q

r2
. (24.10)

Jest to dokładnie natężenie pola elektrycznego ładunku punktowego, znane nam
ze wzoru (23.3), który otrzymaliśmy, używając prawa Coulomba. Prawo Gaussa
jest więc równoważne prawu Coulomba.

Rys. 24.8. Sferyczna powierzchnia
Gaussa, w której środku znajduje się w
ładunek punktowy q

✔SPRAWDZIAN 3: Wypadkowy strumień elektryczny, przenikający przez sferyczną
powierzchnię Gaussa o promieniu r , otaczającą odosobnioną cząstkę naładowaną wy-
nosi Φ0. Załóżmy, że zamieniliśmy otaczającą powierzchnię Gaussa na: a) większą sferę,
b) powierzchnię sześcianu o długości krawędzi równej r , c) powierzchnię sześcianu o dłu-
gości krawędzi równej 2r . Czy wypadkowy strumień elektryczny, przenikający przez
nową powierzchnię Gaussa będzie większy, mniejszy, czy równy Φ0 w każdym z tych
przypadków?

Sztuka rozwiązywania zadań

Porada 1: Wybór powierzchni Gaussa
Wyprowadzenie wzoru (24.10) przy zastosowaniu prawa Gaussa
jest tylko ćwiczeniem przed wyprowadzeniami natężeń pól elek-
trycznych, wytwarzanych przez inne rozkłady ładunku i dlatego
spróbujmy powtórzyć poszczególne kroki. Zaczęliśmy od dodat-
niego ładunku punktowego q; wiemy, że linie pola elektrycznego
wychodzą radialnie z q w sposób sferycznie symetryczny.

W celu wyznaczenia z prawa Gaussa (24.7) wartości E na-
tężenia pola elektrycznego w odległości r , musimy umieścić wy-
braną zamkniętą powierzchnię Gaussa wokół q tak, aby przecho-
dziła przez punkt, znajdujący się w odległości r od ładunku q.
Następnie należy zsumować przez całkowanie wartości EE · dES po
całej powierzchni Gaussa. Aby uczynić tę całkę możliwie najprost-
szą, wybieramy sferyczną powierzchnię Gaussa (aby uwzględnić
sferyczną symetrię pola elektrycznego). Wybór ten pozwala na
następujące uproszczenia: 1) Iloczyn skalarny EE · dES staje się

prosty do obliczenia, ponieważ we wszystkich punktach na po-
wierzchni Gaussa kąt między EE i dES jest równy zeru, czyli we
wszystkich punktach mamy EE · dES = EdS. 2) Wartość natężenia
pola elektrycznego E jest taka sama we wszystkich punktach sfe-
rycznej powierzchni Gaussa i dlatego wartość E jest stała, czyli
przy całkowaniu można ją wynieść przed znak całki. 3) W wy-
niku otrzymujemy bardzo prostą całkę — sumę pól powierzchni
elementów sfery, którą możemy zapisać jako 4πr2.

Warto podkreślić, że prawo Gaussa jest spełnione bez
względu na kształt powierzchni Gaussa, jaką wybieramy wokół
ładunku qwewn. Jeśli jednak wybralibyśmy, powiedzmy, sześcienną
powierzchnię Gaussa, to nie moglibyśmy skorzystać z żadnego z
tych trzech uproszczeń i całka z EE · dES po tej powierzchni byłaby
bardzo trudna do obliczenia. Wniosek jest taki, że należy wybie-
rać powierzchnię Gaussa tak, aby całkowanie w prawie Gaussa
najbardziej się upraszczało.
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