
Wahadło matematyczne

Jeżeli zawiesisz jabłko na końcu długiej nici umocowanej na górnym końcu i za-
czniesz nim kołysać tam i z powrotem z niewielką amplitudą, to z łatwością za-
obserwujesz, że jabłko wykonuje ruch okresowy. Czy jest to ruch harmoniczny?
A jeżeli tak, to ile wynosi jego okres T ? Aby odpowiedzieć na te pytania, roz-
ważmy wahadło matematyczne; ma ono postać ciała (ciężarka) o masie m za-
wieszonego na jednym końcu nierozciągliwej linki, o znikomo małej masie i o
długości L, której drugi koniec jest umocowany (rys. 16.9a). Ciężarek kołysze
się swobodnie tam i z powrotem w płaszczyźnie rysunku, w lewo i w prawo od
pionowej linii przechodzącej przez punkt zawieszenia wahadła.

Rys. 16.9. a) Wahadło matematyczne.
b) Na ciężarek działają siła ciężkości EFg
i naprężenie linki ET . Składowa styczna
siły ciężkości Fg sin θ powoduje powrót
wahadła do położenia równowagi

Jak pokazano na rysunku 16.9b, na którym linka odchylona jest o kąt θ od
pionu, na ciężarek działają naprężenie linki ET i siła ciężkości EFg. Rozkładamy
siłę EFg na składową radialną Fg cos θ i składową styczną do toru zakreślanego
przez ciężarek Fg sin θ . Składowa styczna powoduje powstanie przywracającego
stan równowagi momentu siły względem punktu zawieszenia wahadła, gdyż za-
wsze działa przeciwnie do wychylenia ciężarka i wymusza jego powrót do central-
nego położenia. Nazywamy je położeniem równowagi (θ = 0), gdyż nieruchome
wahadło pozostawałoby w nim w spoczynku.

Korzystając ze wzoru (11.33) (M = r⊥F ), możemy zapisać moment siły
w postaci

M = −L(Fg sin θ), (16.24)

gdzie znak minus oznacza, że moment siły powoduje zmniejszenie kąta θ , a L jest
ramieniem składowej stycznej siły Fg sin θ względem punktu zawieszenia waha-
dła. Podstawiając wyrażenie (16.24) do wzoru (11.36) (M = Iα) oraz zastępując
wartość siły ciężkości wyrażeniem mg, otrzymujemy

−L(mg sin θ) = Iα, (16.25)

gdzie I jest momentem bezwładności wahadła względem punktu zawieszenia,
a α — przyspieszeniem kątowym względem tego punktu.

Możemy uprościć wzór (16.25), zakładając, że kąt θ jest mały; wówczas
funkcję sin θ można przybliżyć przez θ (kąt θ musi być wyrażony w radianach).
(Na przykład, jeżeli θ = 5◦ = 0,0873 rad, to sin θ = 0,0872, różnica jest rzędu
0,1%). Korzystając z tego przybliżenia i wykonując przekształcenia, otrzymujemy

α = −mgL
I
θ. (16.26)

Otrzymaliśmy wzór, który jest kątowym odpowiednikiem równania dla ruchu
harmonicznego (16.8). Mówi on, że przyspieszenie kątowe α wahadła jest pro-
porcjonalne do jego przemieszczenia kątowego θ , ale ma przeciwny znak. Tak
więc, gdy ciężarek wahadła porusza się, powiedzmy, w prawo, jak na rys. 16.9a,
jego przyspieszenie skierowane w lewo wzrasta, dopóki ciężarek nie zatrzyma
się i nie zacznie poruszać się w lewo. Gdy następnie znajduje się on z lewej
strony, jego przyspieszenie skierowane jest w prawo i powoduje powrót na prawą
stronę, i tak dalej, jak w ruchu harmonicznym. Mówiąc ściśle, ruch wahadła
matematycznego poruszającego się w zakresie odpowiednio małych kątów jest w
przybliżeniu harmoniczny. To ograniczenie do małych kątów możemy wyrazić
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