
dek masy układu. Rozważmy jako przykład układ cząstek stanowiący koło. Jeśli
koło obraca się wokół osi, która ma stałe położenie względem ziemi, to punk-
tem odniesienia w równaniu (12.29) może być dowolny punkt, którego położenie
względem ziemi jest stałe. Jeśli jednak koło obraca się wokół osi, która porusza
się ruchem przyspieszonym (jak wtedy, gdy koło stacza się po równi pochyłej),
to tym punktem odniesienia może być tylko środek masy koła.

12.9. Moment pędu ciała sztywnego
obracającego się wokół stałej osi

W tym paragrafie obliczymy moment pędu układu cząstek, stanowiącego ciało
sztywne, obracające się wokół stałej osi. Takie ciało przedstawiono na rysunku
12.14a. Stałą osią jego obrotu jest oś z, a ciało obraca się wokół niej ze stałą
prędkością kątową ω. Chcemy wyznaczyć moment pędu ciała, związany z jego
obrotem wokół tej osi.

Szukany moment pędu ciała możemy wyznaczyć, sumując składowe z mo-
mentów pędu poszczególnych elementów ciała. Na rysunku 12.14a zaznaczono
przykładowy element ciała o masie 1mi , poruszający się po torze kołowym
wokół osi z. Jego wektor położenia względem początku układu współrzędnych
oznaczono przez Eri . Promień okręgu, po jakim porusza się ten element, jest równy
jego odległości od osi z i wynosi r⊥i .

Długość wektora momentu pędu Èi elementu względem punktu O można
otrzymać z równania (12.19):

`i = (ri)(pi)(sin 90◦) = (ri)(1mivi),
przy czym pi jest wartością pędu tego elementu, a vi — wartością jego prędkości;
wzięto również pod uwagę, że wektory Eri i Epi tworzą ze sobą kąt równy 90◦.
Wektor momentu pędu Èi elementu masy z rysunku 12.14a przedstawiono na
rysunku 12.14b; jest on oczywiście prostopadły do wektorów Eri i Epi .

Rys. 12.14. a) Ciało sztywne obraca się
wokół osi z z prędkością kątową ω. Ele-
ment tego ciała o masie 1mi zatacza
przy tym wokół osi z okrąg o promie-
niu r⊥i . Ten element masy ma pęd Epi ,
a Eri jest jego wektorem położenia wzglę-
dem początku układu współrzędnych O.
Rysunek odpowiada chwili, w której r⊥i
leży na osi x. b) Moment pędu Èi ele-
mentu masy z rysunku (a) względem
punktu O. Na rysunku zaznaczono rów-
nież jego składową `iz wzdłuż osi z

Interesuje nas składowa wektora Èi równoległa do osi obrotu, czyli do osi z.
Ta składowa wynosi:

`iz = `i sin θ = (ri sin θ)(1mivi) = r⊥i1mivi .
Składową z momentu pędu całego obracającego się ciała sztywnego wyznaczamy
jako sumę wkładów, pochodzących od wszystkich elementów masy tego ciała.
Zauważając ponadto, że v = ωr⊥, otrzymujemy:

Lz =
n∑

i=1

`iz =
n∑

i=1

1mivir⊥i =
n∑

i=1

1mi(ωr⊥i)r⊥i = ω
( n∑

i=1

1mir
2
⊥i
)
. (12.30)

Wielkość ω mogliśmy wynieść przed znak sumy, gdyż ma ona tę samą wartość
dla wszystkich punktów ciała.

Występująca w równaniu (12.30) wielkość
∑
1mir

2
⊥i jest momentem bez-

władności I ciała względem stałej osi (patrz równanie (11.26)). Równanie (12.30)
przybiera zatem postać:

L = Iω (ciało sztywne, stała oś obrotu). (12.31)
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