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GAZY | CIECZE

Dotychczas zakladaliémy, ze molekuta jest unieruchomiona w laboratoryjnym uktadzie
wspotrzednych i poddana dzialaniu pola elektrycznego. Tymczasem w gazie czy cieczy
(a takze niektorych krysztatach) molekuty, oddziatujac z polem, rotuja. Podczas tej ro-
tacji pewne orientacje molekuty sa uprzywilejowane ze wzgledu na energie. Jesli ktos chce
aplikowac pole elektryczne do probki gazowej lub ciektej, to otrzyma pewien efekt usred-
niony po orientacjach molekuty w przestrzeni i po calym zbiorze molekut. Zatozymy, ze
rotacja jest swobodna'.

Jak wynika ze wzoru (12.42) (w podreczniku), jesli w kierunku z laboratoryjnego
uktadu wspolrzednych przylozymy pole (F, =0, F, =0, F, # 0), to mamy

Q0,22 = QZ A (O[giz|n)(n|fiz|0). (1)

Wyrazenie to usrednimy po obrotach molekuly. Bedziemy wiec mieli usredniona (po
obrotach) polaryzowalnos¢ a

@ = 22 AL 0]z [n) (nlia 0), (2)

gdzie kreska nad iloczynem elementéw macierzowych momentu dipolowego oznacza
wlagnie jego usredniong wartosé. Ale przeciez

(Olfaz[n)(nlfaz|0) = (Olfaz|n)(n|ftz|0) = (Olfsy|n)(n|fy|0) (3)

z powodu zalozonego catkowicie swobodnego obrotu molekuty. Stad

Ol )0y = 5 [T oleT0] + T0Tal) ol 0) + 01y ) (ol 0]

1
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FoonFno | » (4)

gdzie w nawiasie kwadratowym mamy usredniony po obrotach iloczyn skalarny dwoch
wektorow pon, i pno. Jednakze

HonMno = |/~“0n||l"’n0| cos ¢ (5)

i wida¢, ze wyrazenie to nie zalezy od zZadnego obrotu molekuty, lecz od charakterystyk:
samej molekuty. A wiec

Z A u‘Un/‘LnO (6)

gdzie zgodnie z omawiang niezalezno$cig usunieto kreski oznaczajace usrednienie?.

!Ograniczenie rotacji tez jest mozliwe do uwzglednienia, ale wykracza to poza ramy tej ksiazki.
2« jest jednak po obrotach usrednione!



Przyblizone obliczenie polaryzowalnosci obracajacej sie molekuty

Zastosujmy do wzoru 6 przyblizenie Unsélda®, polegajace na tym, ze roznice energii
miedzy stanem podstawowym a ktoérymkolwiek ze stanéw wzbudzonych zastepujemy
Srednig roznica energii A. Wtedy

2 _ 2 .
= —A IZ HonMno = 3 ! [Zﬂomuno - Noo#oo} = gA t[01A%10) = pg] . (7)

gdzie dwa cztony w nawiasie dotycza wlasciwosci tylko stanu podstawowego; pierwszy
z nich jest wartocia §rednia kwadratu momentu dipolowego, drugi (u2) — kwadratem
wartosci sredniej momentu dipolowego w stanie podstawowym. Polaryzowalnosé¢ w pew-
nym przyblizeniu jest wiec proporcjonalna do dyspersji momentu dipolowego. Przed-
ostatnia rowno$¢ we wzorze (7) wynika z tego, ze

S bonttno =S (0l@ln) (n]al0) =

n

= > (0laln)(n]]0) — (0]10)0]|0) =
= (0] 3" Innl| 410} — (0]210)(0140), (®)

a [Z |n) (n|] =1 (,spektralne rozwiniecie jedynki”, por. s.19 w podreczniku).

n

Molekuta ze srodkiem symetrii

Zalozmy, ze molekuta, ktorg sie zajmujemy, ma srodek symetrii, w ktoérym umieszczamy
poczatek uktadu wspolrzednych. Wtedy jej moment dipolowy pe = 0, a jako polary-
zowalno$¢ dostajemy w przyblizeniu Unsolda (A, = A):

o = %A*I [(O|ﬂ2|0)]:—A Yol[ - Zr,+ZZARA} 0) =
_ gA_l [<o‘zzrirj —2ZZZAr,~RA+ZZZAZVRAR7‘O>}. 9)
P i A A v

Powstaje wiec suma trzech calek. Pierwsza catka (0|r;r;|0) dla i # j jest rowna 0.
Istotnie, wypisujac iloczyn skalarny r;r;, otrzymujemy czlony typu z;z;, podczas gdy
catkowanie przebiega po calej przestrzeni o wymiarze 3N, gdzie N jest liczba elek-
tronéw. Funkcja podcatkowa w takiej przestrzeni i przy tak wybranym poczatku uktadu
wspolrzednych jest nieparzysta ze wzgledu na z; (réowniez ze wzgledu na z;) i z tego
powodu catka musi by¢ réwna zeru. We wzorze (9) zostaja wiec z pierwszej z calek
cztony diagonalne:

> _(0lr|0), (10)

i

SA. Unsold, Zeit. Phys., 43 (1927) 563.



przy czym sumowanie przebiega po wszystkich elektronach molekuty. Pokazemy teraz,
ze dwie dalsze caltki we wzorze (9) rownaja sie zeru. Istotnie

<0‘ = ZZAriRA‘0> =23 ZuRa(0] Y ri|0) =23 ZaRa(0][0) = 0.
i A A ) A
(11)
Calka ta jest rowna zeru z dwoch powodow (oba maja swoje zrodlo w istnieniu centrum

symetrii): poniewaz pe = 0, gdzie pe oznacza elektronowa cze$é momentu dipolowego
w stanie podstawowym, i poniewaz ) , Z4R4 = 0. Caltka trzecia:

(0|33 24ZsRaRp|0) =33 ZuZpRaRy (12)
A B A B

jest réwna zeru, poniewaz dla molekul z centrum symetrii i w nim wybranym srodku
uktadu wspotrzednych:

NN ZaZpRaRp = (ZZARA)<ZZBRB> —0-0=0. (13)
A B A B
Jako polaryzowalnosé « dostajemy wiec
o= §A4<0\ Zr§\0>. (14)

Gdy |0) jest funkcja w przyblizeniu jednowyznacznikowym, zastosowanie regul Slatera—
Condona prowadzi do réwnosci

<0\Z7"i2\0> :Zni(‘Pi|T2|‘Pi)a (15)

gdzie n; oznacza obsadzenie orbitalu molekularnego ;. Wynika z tego, ze

2
a=zA B ni(pilrlen)- (16)
i

Ze wzoru (16) wynika, ze polaryzowalnos¢ jest w przyblizeniu proporcjonalna do
liczby elektronéw N, gdyz od kazdego elektronu pochodzi przyczynek w sumowaniu.
Mozna zapytaé, gdzie w tym wzorze tkwi samo sedno polaryzowalnodci, tzn. zdolnosci
do przemieszczania elektrondéw pod wplywem pola elektrycznego. Jesli wyobrazi¢ so-
bie uklad zamrozonych w pewnych pozycjach w molekule elektronéow (np. jako delty
Diraca), to i tak dla takiego zamrozonego rozktadu [>°, ni(¢i|r?|¢;)] # 0. Jednak zam-
rozenie rozktadu elektronéw oznacza, ze rozktad gestosci elektronowej sie nie zmienia
po przytozeniu pola, a wiec poprawka do funkcji falowej w rachunku zaburzen réwna
sie zeru. Poprawka ta jest jednak proporcjonalna do A;!, czy tez w przyblizeniu Un-
solda do A~!, tymczasem dla kompletnie zamrozonego uktadu A = oo i A=l = 0 oraz
a = 0. Mozna wiec powiedzieé: jesli A jest duze, to polaryzowalnosé jest bliska zera
(i odwrotnie, z tego powodu polaryzowalno$¢ metalu uwaza sie za nieskoriczona, gdyz
tam A = 0).



Polaryzacja i przenikalnosc¢ dielektryczna

Wprowadzimy kilka czesto uzywanych wielkosci elektrycznych charakteryzujacych osrodek
makroskopowy. Pierwsza z nich jest polaryzacja osrodka P w obecnosci pola elektrycz-
nego. Polaryzacja P zdefiniowana jest jako

P = N{()}, (17)

gdzie N jest liczba molekul w probee*, fi oznacza moment dipolowy molekuly w obec-
noéci pola (czyli to, co obliczaliémy poprzednio), a

e nawiasy klamrowe {} oznaczaja usrednienie po wszystkich molekutach w probcee,

e nawiasy katowe () oznaczaja usrednienie po wszystkich stanach danej molekuty.

Mozna wiec powiedzie¢, ze

polaryzacja P jest momentem dipolowym probki (zawierajacej N molekul) w
obecnoéci pola elektrycznego i w okreslonej temperaturze.

Oczywiscie, P zalezy od pola elektrycznego F'. Jesli ograniczy¢ sie do matych pdl,
to uwzglednienie tylko czlonu liniowego jest wystarczajace, i przy zatozeniu, ze bez pola
P= 0, otrzymujemy jako sktadowe z,y, z wektora P

Py=> xeFy- (18)
ql

Jedli zaniedbaé elementy pozadiagonalne, co dla gazu i wiekszosci cieczy jest uzasad-
nione, to
Py = XqqFy- (19)

W osrodku izotropowym x4q = X, czyli P= xF. Wielko$¢ x jest podatnosciq elektryczng
o$rodka. Powigzemy ja z polaryzowalnoscia molekut.

Przenikalnosé dielektryczng e osrodka definiuje sie jako

e=1+x. (20)

4Jegli N jest liczba Avogadra, to P oznacza polaryzacje molowa.



Porzadkujacy efekt pola

Za chwile obliczymy wszystkie te wielkosci dla cieczy (chaotyczne ukierunkowanie mo-
lekut), biorac pod uwage, ze w pewnej temperaturze T niektore molekuly sa w swoich
stanach podstawowych, ale inne sa w stanach wzbudzonych. Zgodnie z definicja, przy
zalozeniu rozkladu Boltzmanna w celu usrednienia po stanach, otrzymujemy

Yom{m|fm) exp [_ EW};;F)]

En(F
Zm exp [_ Icg“ )}
Ale na podstawie poprzednich rozwazan moment dipolowy w polu dla stanu nr m to

(mliglm) = (Bm)g + D Cmgq Fy + -, (22)
ql

P=N (21)

gdzie (p,)q oznacza g¢-ta sktadowa momentu dipolowego molekuty w stanie m-tym
w nieobecno$ci pola elektrycznego. Odpowiednikiem tej wielkosci dla m = 0 jest trwaly
moment dipolowy w stanie podstawowym pg. Z zaleznosci energii molekuty od pola
dostajemy jako czynnik Boltzmanna

_ w0 -
exp [_ Em(F)] — exp m’ + (m|p|m)F + ...

kT

T (23)

Drugi czton w wyktadniku méwi o nachyleniu g (w stanie m-tym) w stosunku do F'.
To, co powstaje z tego czlonu, uwzglednia porzadkujgcy efekt pola. Gdyby molekuta nie
byla swobodna, ale uwieziona, np. w krysztale, ten czton bytby praktycznie niewazny
w poréwnaniu z dodatkowym potencjalem ograniczajacym ruchy molekuly. Ten do-
datkowy potencjal praktycznie powodowalby unieruchomienie molekuty i z tego powodu
zmniejszenie polaryzacji, dozwalajac jedynie ruchy elektronéw, a nie jader.

Przyblizenie stabego pola i wysokich temperatur

Dla stabych pdl i niezbyt niskich temperatur T wartos¢ kT jest bardzo duza w poréwnaniu
z (m|p|m)F, dlatego

En(F)] Ey)(F) (m|afm) F _
exp[‘ KT ] = B e ]
_ B, (mlalm)F o)
= exp T T RV I

W zwiazku z tym, zachowujac we wzorze (21) tylko cztony liniowe wzgledem pola,
zapisujemy P w postaci

(0)
b S am i e Bl [ 5])

E©) F
> m €XP [— W] (1 + My ﬁ)

.F (0)
Zm |:/'Lm + amF + /'Lm “?T j| exp [_ Ek_r%j|
= N S [_ E(O)] (1+ “m'F) ) (25)
m €XP kT kT




gdzie symbol a,,F oznacza Eq, m,qq¢ Fy, gdy obliczamy Py, a oy, oznacza tensor
polaryzowalno$ci molekuty w stanie m. Przepiszmy to troche inaczej:

([t + 0 i P o [ 5]}

P=N (26)
©0) () ’
S [ 8] + {Sbm Pirow |- B}
Wykorzystanie izotropowosci prébki
Funkcja podziatu
£©
= Z exp = (27)

jest kluczowa wielkos$cia w mechanice statystycznej (sumowanie jest po stanach uktadu).
Jej znajomosé umozliwia obliczenie wszystkich funkcji termodynamicznych uktadu. Be-
dzie nam ona potrzebna teraz, gdy zastanowimy sie nad drugim cztonem w mianowniku

wyrazenia na P [rown. (25)]:

Ostatnie wyrazenie w nawiasie klamrowym jest $rednim momentem dipolowym probki
w nieobecnodci pola. Dla cieczy i gazow, ktérymi tutaj sie zajmujemy, wyrazenie to jest
rowne zery z powodu izotropowosci probki.

Wykorzystujac to samo w liczniku wyrazenia P, dostajemy (przypominam, ze {}
oznacza usrednianie po molekutach w probcee):

(0) (0)

m

kT

um} P (29

Yom [{am}F+ {/.Lm(l_tm . F)}%} exp [_ %}

(0)
B
2 m ©XP (— W)

E’gf)] (29)

:gz

m

Wybierzmy kierunek pola zgodny z osig z, tj. F= (F,0,0). Zalézmy®, ze réwniez
P= (P,0,0). Wtedy, po czeSciowym wykonaniu usrednienia po molekutach w probce
[usrednienie do zera sktadowych (pm)z 1 (ttm)yl:

N g 1 EY
P=P= A S [foman) P (P gg] oo |- o] o 60)
a po wzieciu pod uwage, ze dla cieczy
1
{am,:m:} = g(am,mc + amyy + am,zz) = 0y (31)
oraz
2 1 1 2
()2} = 5 bt = 5 (i) (32)

SCiecze i gazy poza nielicznymi wyjatkami sg izotropowe.



dostajemy

N[ =

Zm: [amF + %(um)QFﬁ] exp [— %} (33)

Ekranowanie dielektryczne: elektronowe i orientacyjne

Jedli teraz zatozy¢, ze praktycznie obsadzony jest tylko elektronowy stan podstawowy, to:

otrzymujemy wzor Langevina—Debye’a:

P=N [ao + (;‘I%)TZ] F. (34)

Wtedy podatnosé elektryczna

X:%:N[ao+(”°)2]. (35)

Przenikalnosé¢ dielektryczna wyraza sie wzorem:

(0)?

5—1+N[a0+3kT]. (36)
Interpretacja tego cztonu jest przejrzysta. Przenikalnos¢ dielektryczna opisuje efekt ekra-
nowania tadunku elektrycznego w cieczy. Ladunek moze by¢ ekranowany, bo jego otocze-
nie tak sie reorganizuje, ze efektywnie go ,zmniejsza”. Ze wzoru wynika, ze reorganizacja
polega na ,otuleniu” tadunku tadunkami przeciwnego znaku (i w ten sposob jego ,zmniej-
szeniu”), przy czym moze to zachodzi¢ na dwa sposoby: przez polaryzacje chmury elek-
tronowej (poprzez «p) i/lub obrot sasiadujacych molekul polarnych (poprzez o), tak
aby zwrocilty do tadunku swoje konce natadowane przeciwnie niz tadunek.

Jesli pp jest duze (jak np. dla wody), to dominujacym cztonem jest drugi wktad
zwigzany ze zmiang orientacji molekut pod wptywem pola elektrycznego. W przypadku
molekut niepolarnych, a takze takich, ktére nie moga orientowaé sie w polu wskutek
przeszkod sterycznych (np. molekuly wody w lodzie), czlon z (u0)? znika i mamy

e=1+4 Nag. (37)

Stad wtasnie przenikalno$¢ dielektryczna cieklego benzenu (molekuly niepolarne)
jest rzedu 2, a wody (duzy moment dipolowy) jest rzedu 80.



